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Рис. 7.33 

Пусть на выходе избирательной цепи действуют узкополосный нор-
мальный шум ( )n t  и гармонический сигнал ( )s t  

0( ) cos ;ms t A t= ω                                        (7.8.74) 

0 0 0( ) ( )cos[ ] ( )cos ( )sin ;

( ) ( )cos ; ( ) ( )sin ;

C S

C S

n t A t t A t t A t t

A t A t A t A t
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⎬

= ϕ = ϕ ⎪⎭
       (7.8.75) 

0 0( ) ( ) ( ) ( ( ))cos ( )sin ,m C St s t n t A A t t A t tξ = + = + ω − ω          (7.8.76) 

где ( )tξ  − узкополосный нормальный СП, представляющий собой сумму гар-
монического сигнала ( )s t  и узкополосного нормального шума ( ).tθ  

Ставится задача определений огибающей и начальной фазы узкополос-
ного нормального СП ( )tξ  (7.8.76). 

Переобозначим в ( )tξ  (7.8.76) медленные функции следующим образом: 

0( ) ( )cos[ ( )] ( )cos ( );t U t t t U t tξ = ω + θ = ψ                     (7.8.77а) 

0 0( ) ( );t t t tψ = ω +ϕ = ω + θ                              (7.8.77б) 

2 2( ) ( ) ( );C SU t U t U t= +                                 (7.8.78а) 

( ) ( )cos ( );CU t U t t= θ    ( ) ( )sin ( );SU t U t t= θ               (7.8.78б) 

( ) ( ( ) ) ( )cos ( );C C mU t A t A U t t= + = θ    ( ) ( ) ( )sin ( );S SU t A t U t t= = θ    (7.8.79) 

( ) ( )cos ( ) ;C mA t U t t A= θ −                              (7.8.80а) 

( ) ( )sin ( ),SA t U t t= θ                                   (7.8.80б) 

где 2 2( ) ( ( ) ) ( )C m SU t A t A A t= + +  − огибающая СП ( )tξ  (7.8.77); ( )tθ  − его на-
чальная фаза; ( )CA t  и ( )SA t  − квадратурные составляющие СП ( )n t  и ( ).tξ  

Совместное распределение огибающей U(t) и начальной фазы θ(t). Со-
вместная двухмерная ПВ 2( , )C Sp A A  квадратурных составляющих (7.8.62) равна 

( )2 2 22
2 2

1( , ) e .
2

C SA A
C Sp A A

− + σ

ξ

=
πσ

                       (7.8.81) 
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Подставляя сюда ( ) cos ,C mA t U A= θ−  ( ) sin ,SA t U= θ  найдем совмест-
ную двухмерную ПВ 2( , ),C Sp A A  выраженную в координатах { },U θ  

2 2

2
2 cos

2
2 2

1( , ) e ,
2

m mU A A U

C Sp A A
+ − θ

−
σ=

πσ
                     (7.8.82) 

где U − огибающая; θ − начальная фаза; 2σ  − дисперсия шума ( ).n t  
Совместное двухмерное распределение 2( , )p U θ  огибающей ( )U t  и фа-

зы ( )tθ  в координатах U, θ равно 

2 2( , ) ( , ) ,C Sp U p A A Dθ =                                (7.8.83) 

где D − якобиан перехода к новым координатам { }, .U θ  Используя формулы 
перехода (7.8.80), найдем D 

( cos ) ( cos )

( cos ) ( cos )

cos sin .
sin cos

C C m m

S S

A A U A U A
U UD A A U U
U U

U U
U

∂ ∂ ∂ θ− ∂ θ−
∂ ∂θ ∂ ∂θ= = =∂ ∂ ∂ θ ∂ θ
∂ ∂θ ∂ ∂θ

θ − θ= =
θ θ

       (7.8.84) 

Следовательно, совместная двухмерная ПВ 2( , )p U θ  равна 
2 2

2
2 cos

2
2 2( , ) e .

2

m mU A A U
Up U

+ − θ
−

σθ =
πσ

                        (7.8.85) 

Одномерное распределение огибающей ( ),U t  закон Райса. В результате 
интегрирования распределения 2( , )p U θ  (7.8.85) по формуле (7.8.64) получа-
ем одномерное распределение огибающей 1( ),p U  называемое законом Райса 

2 2

22
1 02 2( ) e ;

2

mU A
mU UAp U I

+
−

σ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠
   0,U ≥                     (7.8.86) 

где 2
0( / 2 )mI UA σ  − модифицированная функция Бесселя (функция от мнимо-

го аргумента) нулевого порядка. Графики 1( )p U  закона Райса приведены на 

рис. 7.34 в координатах { }1( ), / ,p U U σ  где 2 2( )S m SU A A A= + +  − огибающая 

СП ( ),tξ  2σ  − дисперсия СП ( ).n t  ПВ (7.8.86) верны только для 0U ≥  (как и 
закон Релея (7.8.66)). Параметрами на графиках рис. 7.34 является отношение 

.C m

ш

U A
U

α = =
σ

 При 0,α =  когда 0mA =  (отсутствует регулярный сигнал 

(7.8.74)), закон Райса автоматически переходит в закон Рэлея (7.8.66). 
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Рис. 7.34 

Рассмотрим интересный случай большого сигнала U >> σ  или mA >> σ  

1 .C

ш

U
U
⎛ ⎞

>>⎜ ⎟
⎝ ⎠

 В этом случае 2 2( )m C S mU A A A A= + + ≈  и mA >>σ. При этом ар-

гумент модифицированной функции Бесселя 2
0( / 2 )mI UA σ  становится боль-

шим, 2/ 2 1.mUA σ >>  Можно воспользоваться асимптотическим представлени-
ем функции 0( )I x  при больших 0 1x >>  

2/2

0 2 2

exp( / ) e .
2 /2 2 /

mA U
m m

m

A U A UI
UUA

σσ⎛ ⎞ = =⎜ ⎟ π σσ⎝ ⎠ π σ
                       (7.8.87) 

При этом закон Райса переходит в нормальный закон 

( )p U  ~ 

2

2
( )

21 e ,
2

mU A−
−

σ

σ π
                                   (7.8.88) 

где mA  − среднее значение амплитуды. 
Закон Райса (7.8.86) при больших значениях mA U= >> σ  нормализует-

ся в закон (7.8.88). Здесь mA  − среднее значение СП ( )tξ  (7.8.77) (или матема-
тическое ожидание этого СП). 

Из формулы (7.8.88) видно, что при больших амплитудах регулярного 
сигнала ( ),s t  ,m nA ξ> σ = σ  огибающая ( )U t  результирующего процесса ( )tξ  
(7.8.77) распределена нормально со средним значением mm Aξ =  и дисперсией 

2 2
nξσ = σ  шума ( ).n t  Из этого следует, что закон Райса (7.8.86) для огибающей 

( )U t  с ростом отношения / / /m m n C шA A U Uξα = σ = σ =  нормализуется и уже 
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при 3α >  этот закон можно считать нормальным (рис. 7.34). В связи с этим 
полезно отметить, что для закона Рэлея 2 20,429 ,A ξσ = σ  а для нормального за-

кона, в том числе и для закона Райса при больших m nA > σ  и 2 2 ,A nσ = σ  т.е. на-
ложение большого гармонического сигнала с амплитудой mA  приводит к росту 

дисперсии огибающей 2
Aσ  суммарного сигнала (7.8.77) примерно в 2,5 раза, 

но тем не менее флуктуации шума падают и оказывают малое влияние на ре-

гулярный сигнал ( ).s t  Действительно, для одного шума 
2 2

2 2 0,429.
( )
A A

t ξ

σ σ
= =

ξ σ
 

Для нормального же процесса (7.8.88) 2 2,A ξσ = σ  поэтому 2 1/ 0,429 2,33.Aσ = =  
Однако при больших mA  отношение / / 0,m A mA Aξσ = σ →  все флуктуации 
происходят возле среднего значения mA  и составляют малую долю на фоне 
амплитуды mA  регулярного сигнала ( ).s t  

Одномерное распределение фазы 1( ).p θ  Одномерное распределение фазы 

1( )p θ  получится путем подстановки совместного двухмерного  распределения 

 
Рис. 7.35 

(7.8.85) в формулу (7.8.63). Рас-
пределение 1( )p θ  при различ-
ных отношениях /m nAα = σ =  

/ ,C шU U=  где ,C mU A=  шU  − 
СКО шума ( ),n t  приведено на 
рис. 7.35. Это распределение 
меняется от равномерного при  

0,α =  0CU =  до распределе-
ния типа δ-функция при боль-
ших 1,α >>  т.е. при большом 
регулярном сигнале ( )s t  с ам-
плитудой m CA U=  (так назы-
ваемая мерцающая точка). В 
этом случае начальная фаза 
колебаний   ( )tθ   случайного 

процесса ( )tξ  (7.8.77) целиком и полностью определяется начальной фазой 

0ϕ  большого гармонического сигнала ( )s t  [12] (на рис. 7.35 принято 0 0).ϕ =  
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